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Рассматриваются модифицированные методы простой итерации с комплексным итерационным 
параметром для решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) c неособенной 
квадратной матрицей. Рассмотрены модифицированные методы Ричардсона, Якоби и Зейделя для 
решения СЛАУ. Показано, что спектр трехдиагональной теплицевой матрицы, а также спектр 
модифицированного оператора Зейделя для трехдиагональной СЛАУ произвольного размера сводится 
к корням полиномов Чебышева второго рода и на этой основе найдены оптимальные параметры для 
сходимости указанных методов, а также метода релаксации. Метод оптимальной релаксации 
применяется для численного решения начально-краевых задач для дифференциальных уравнений в 
частных производных. Найденные строгие выражения для спектра трехдиагональной теплицевой 
матрицы  используются для установления условий устойчивости метода прогонки. Строгие 
выражения для спектра и детерминантов указанной матрицы, а также почти треугольной 
матрицы Хессенберга специального вида используются в качестве тестов для проверки 
стандартных пакетов программ. 

Рассматривается решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с 
неособенной квадратной матрицей коэффициентов 

yAx =       (1) 

где A - матрица коэффициентов i





jia , , nj ,...,2,1, = ,  линейный оператор в пространстве 
комплексных мерных векторов, −n −y заданный вектор, а −x искомый вектор этого 
пространства. Свойства коэффициентов матрицы A для трехдиагональной СЛАУ будут 
уточнены в замечаниях к формуле (11). 
Методы простой итерации (стационарные итерационные методы) [1,2,3] предполагают 

запись исходного уравнения тем или иным способом в виде 
zBxx +=       (2) 

Далее процесс итераций строится по закону 

zBxx mm +=+ )()1(
,  m      (3) ,...1,0=

Здесь  матрица или оператор (в случае метода Зейделя), не зависящие от номера 
итерации . 

B -
m

Так, если представить в (1)          
 AIB −= ,      (4) 
где I - единичная матрица, то (1), (2), (3) - это известный итерационный метод Ричардсона 

[3]. 
Для решения (1) итерационными методами Якоби и Зейделя [1,2,3] следует представить 

ULDA ++= , где  , , D L U - соответственно диагональная,  строго нижняя 
треугольная и строго верхняя треугольная части матрицы A. Начальное уравнение 
записывается в виде (2), где       

`          (5) )(1 ULDB +−= −

-матрица с нулевой главной диагональю 0, == iibd  и остальными коэффициентами в виде 

, iijiji aab ,,, /−= ;,...,2,1, nji  = ij ≠ . Правая часть yDz 1−= . 
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Далее для метода Якоби в процессе итераций (3) участвует матрица (5).  
В методе Зейделя, в отличие от метода Якоби, в переходном процессе (3) в качестве  

участвует не матрица, а оператор 
B

SΒ , воздействие которого на вектор предыдущей 

итерации  разделено на две части, в первой из которых используются компоненты 

вектора  , уже ранее найденные на текущей 

)(mx
)1( +mx 1+m  - й итерации. 

)(1)1(1)( mmm
S UxDLxDx −+− −−=Β     (6) 

Оператор (6), действующий в комплексном пространстве - мерных векторов, назовем 
оператором Гаусса-Зейделя, сокращенно ГЗ-оператором. Легко можно показать, что он 
является линейным непрерывным оператором в этом пространстве. 

n

Результат воздействия оператора  на вектор , т.е. векторΒ , может быть 

получен с помощью умножения некоторой матрицы  на . 

SΒ
)(mx

SB

)(m
S x

)(mx
)()( m

S
m

S xBx =Β       (7) 

Из (6) и (2) получаем, что эта матрица есть ULDBS
1)( −+−=  и, если рассматривать 

процесс (3) с её участием, то заданный вектор yLD 1)(z −+−= . 
Однако, процессы, происходящие в левой и правой частях равенства (7), существенно 

различны. Так, например, в случае трехдиагональной СЛАУ  количество арифметических 
операций слева и справа в (7) равно, соответственно,  )1(2 −⋅ n  и  12/)1( −+⋅ n

SB

n . Как 
будет показано далее, оптимальный спектральный параметр, найденный для 

модифицированного метода с оператором  в одном случае и с матрицей  в другом, 

также существенно различны. 
SΒ

Доказывается, что необходимым и достаточным условием сходимости процесса простой 
итерации (3) с участием матрицы [1] или с участием линейного непрерывного 
конечномерного оператора [4] является 

B
Β

1)( <Bρ ,         (8) 
где 

ii
B βρρ max)( ==  - спектральный радиус матрицы или оператора , B

iβ
 - 

собственные числа . Итерации при этом сходятся не хуже, чем геометрическая прогрессия 
со знаменателем 

B
)(Bq ρ= . 

Для ускорения сходимости метода простой итерации уравнение (1) может быть 
эквивалентно переписано  

)1/( kzxkBx ++= ,        (9) 

где матрица (оператор)  определяется формулой
 
 kB

)1()( kkIBkB ++=      (10) 

Здесь k - пока произвольный, ,1−≠k  параметр, выбором которого попытаемся 

удовлетворить условию )(B)(Bk ρρ <  или условию 1)( <kBρ  в случае, если (8) не 

выполняется. 
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Подход (9), (10) был успешно применён для ускорения сходимости (3) в случае, когда - 
линейный непрерывный оператор, действующий в Банаховом пространстве [7]. 

B

Рассмотрим СЛАУ (1) и (2) с трехдиагональной теплицевой матрицей [5] следующего 
вида (соответственно матрицы A  и ) B
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Везде далее предполагается, что произведение коэффициентов  вещественно, а в п. 1 
коэффициент  также вещественен. 

ab
0a

Если СЛАУ (1) с матрицей А из (11) решается обычным или модифицированным методом 
Гаусса-Зейделя, то в переходном процессе (3) участвует соответствующий ГЗ-оператор, при 
этом матрица, являющаяся его основой (т.е. матрица соответствующего метода Якоби), 
имеет трехдиагональную структуру  из (11). B
Матрица такой структуры часто возникает при решении обыкновенных 

дифференциальных уравнений, а также является составной частью матриц, возникающих 
при решении начально-краевых задач для дифференциальных уравнений в частных 
производных. 
Найдем строгие условия сходимости и оптимальный параметр для ускорения сходимости 

стационарных итерационных методов решения СЛАУ с такой матрицей.  
1. Метод оптимальной простой итерации (оптимальный метод  Ричардсона). 
Для метода Ричардсона [3], использующего преобразование (4), коэффициенты матрицы 
 (11) следующие: B 01 ad −= , 1−−= aa , 1ab −= , yz = . 

Найдем спектр трехдиагональной матрицы kB  (10), (11), (4) произвольного размера . 

Характеристическое уравнение 

n
xBx λ=  приводит к уравнению  с детерминантом 

 следующего вида 

0=nd

nd
 

λ
λ

λ
λ

−+
−+

−+
−+

=

kda
bkdaO

Obkda
bkd

dn %%%    (1.1) 

 
Для упрощения записи в (1.1) сделаны следующие переобозначения 

aka →+ )1/( ,  bkb ,  →+ )1/( dkd →+ )1/( ,  k)1/( →+kk   (1.2) 
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Раскладывая детерминант по первой строке (столбцу), легко получить следующую 
рекуррентную формулу 

21)( −− −−+= nnn abddkdd λ  , ,...4,3=n   (1.3) 

Из (1.1) следуют начальные значения: λ−+= kdd1 ,  abkdd −−+= 2
2 )( λ . 

Далее, с помощью (1.3), получаем )2))(( 2 abkd −−+(3 kdd −+= λλ ,  

222 ba4
4 )(3)( kdabkdd +−+−−+= λλ  и т.д. 

Введем следующую замену переменной λ  на переменнуюµ  

abkd µλ =−+ 2)(      (1.4) 
Для детерминантов в новых пременных получаем  

λ−+= kdd1 , abd )1(2 −= µ , abkdd )2)((3 −−+= µλ , 

22)13 ba222 ()2(d 2)1( baab4 )( kd +−=−−−−+= µµµµλ  , и т.д. 

Легко заметить, что каждый нечетный детерминант, благодаря (1.3) имеет множитель 
( )λ−+ kd , а каждый  четный, благодаря замене переменной (1.4), увеличивает степень µ  
на единицу. Таким образом, 

)()(2 µm
m

m Pabd = ;    )())((12 µλ m
m

m Qabkdd −+=+ ; (1.5) ,...2,1=m
где )(µmP  и )(µmQ  - многочлены переменной µ  степени . Для них, принимая во 

внимание (1.3), (1.4), получаем следующие рекуррентные формулы 

m





−=
−=

−

−−

)()()(
)()()(

1

11

µµµ
µµµµ

mmm

mmm

QPQ
PQP

 ,...3,2=m  (1.6) 

Откуда легко получить одинаковые рекуррентные формулы для многочленов )(µmP  и 

)(µmQ  

2

2

1

1)2()(
−

−

−

− −−=
m

m

m

m

m

m
Q
P

Q
P

Q
P µµ , ,...4,3=m  (1.7) 

 но при этом с различными начальными условиями   ; 

,1)(1 −= µµP  13)( 2
2 +−= µµµP ; 

,2)(1 −= µµQ  34)( 2
2 +−= µµµQ ; 

 Заменим переменную 

                    )1(2 += xµ    (1.8) 

 Многочлены )(µmQ  из (1.7) переходят в следующие 

                            )()(2)( 21 xtxxtxt mmm −− −=   ,...4,3=m   (1.9) 

с начальными условиями xxt 2)(1 = ; 14)( 2
2 −= xxt , … 
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Это известные ортогональные многочлены Чебышева второго рода с корнями на 
интервале  [1,2]. )1,1(−∈x

21/))arccos()1sin(()( xxmxtm −+=    (1.10) 

Следовательно, )(µmQ
)4,

– тоже многочлены Чебышева второго рода, но с корнями на 

интервале 0(∈µ . 

Лемма 1.1. Корни многочленов (1.10) )(xtm , ,...2,1=m  задаются формулой 

   ))1/(cos( += mx πνν ,  m,...,2,1=ν .   (1.11) 

Действительно, уравнения 0)( =xtm  и 0))arccos()1sin(( =+ xm  равносильны 

на открытом интервале . Раскрытие неопределенности в (1.10) при )1,1(−∈x 1±→x  

приводит к ненулевым значениям )1()1()1( +−=− mm )1( =mtm  и 1+tm . Т.о. из 

корней ,)arccos()1( πν=x∗+m  m,...,2,1=ν  исключены значения при 

1+=m,0= νν , откуда и следует (1.11). 

Лемма 1.2. Корни многочленов )()()( 1 xtxtxp mmm += − , ,...3,2=m  есть 

  ))12/(2cos( += mx πνν ,  m,...,2,1=ν .   (1.12) 

Действительно, для многочлена )()()( 1 xtxtxp mmm += − , учитывая (1.10), 

справедливо выражение x-12)( =xpm
1→x

(x))/0.5)arccosin((m+s
12)1(

. Раскрытие 

неопределенности при  приводит к  += mpm , в результате из корней 

,)arccos()5.0( πν=∗+m x  m,...,2,1=ν  исключено значение 0=ν , откуда и 
следует (1.12). 
Таким образом, справедлива следующая теорема  
Теорема 1.1. Собственные числа трехдиагональной матрицы kB  (10), (11) размерности  

в модифицированном методе простой итерации (методе Ричардсона) (4), (1)  следующие: 

n

)1/()()2,1( +±+= kabkd νν µλ      (1.13) 

где )1(2 +=
νν

µ x , ))1/(2cos( += nx πν
ν

, [ ]2/,...,2,1 n=ν    (1.14) 

Для нечетных  есть ещё одно собственное число n )1/()(0 kkd ++=λ .  

Здесь [ ]2/n  - целая часть . 2/n
Доказательство. Ввиду первой части формулы (1.5), второй части (1.6), а также (1.7 - 1.9)  

корнями четных детерминантов ,...2,1,2 == mmn
0)

 по переменной   являются 

корни уравнения 

x
()(1 =+− xtxt mm . Учитывая  Лемму 1.2 и  m  получаем 

(1.14). 

2/n=
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Для нечетных детерминантов ,...2,1,12 =+= mmn
)1/()(0

 ввиду (1.5), (1.7), (1.10) 

получаем , и поэтому 012 =
+md kkd ++=λ  и 0)( =xtm . Учитывая Лемму 

1.1 и m ,  получаем (1.14) и утверждение 2 Теоремы. 



 2/n=

Далее, возвращаясь с помощью (1.4) и (1.2) к корням детерминантов по переменной λ , 
получаем утверждение (1.13) теоремы. Теорема доказана. 
Задача ускорения сходимости состоит в минимизации спектрального радиуса как функции 

переменной k , т.е. в определении оптимального параметра 0k , для которого наступает 

минимум 

1)(maxmaxmin)(min)( )(

2,10
<==

=
kBB i

ikkkk νν
λρρ . 

Рассмотрим поведение функции )(max)( )(

2,1 νν µλµ i

i
f

=
=  как функции переменной 

νµ . Заметим, что  )4,0(∈νµ  и ( ) 1/)( +++= kabkdf νν µµ  для  и 0≥ab

(f 2++kd  для 0<ab . Таким образом, функция 

)ν(µf  на )4,0(∈νµ монотонно возрастающая с максимумом в maxµ и  

1/) )( +== kabi
ννν µλµ

1/)1(maxmax)(max)( max2,1

)(
max2,1

+−++===
==

kabkdfk i

i

i

i
µλµρ νν

 

(1.15) 
где максимальный из корней (1.14)  

))1/((cos4)1(2 2
maxmax1 +=+== nx πµµ ,  ))1/(2cos(max += nx π

 (1.16) 
Из (1.16) следует, что корень )4,1[max∈µ . Левое значение имеет место для , а правое 

является пределом в случае больших матриц при 

2=n

∞→n .  

Собственное число 0λ  при поиске максимума отброшено, в силу ≤0λ )(kρ . 

Из теоремы 1.1 и формулы (1.15)  
Следствие. Спектральный радиус матрицы (4), (11) для обычного ( при параметре k =0) 

метода простой итерации (метода Ричардсона)  
 







<+

>+
==

0,

0,
)0()(

max
2

max
max

abдляabd

abдляabd
BR µ

µ
λρ (1.17) 

 
 
Сходимость обычного метода 

Ричардсона имеет место только для 1<d
1

 и при этом для узкого круга значений , 

устанавливаемого (1.17) и условием 
ab

<ρ . 

IVTN-2004: physmath / 29.04.2004                                    dp04_23.pdf         #6 



Теорема 1.2. Оптимальный параметр 
0k для сходимости модифицированного метода 

простой итерации (метода Ричардсона) с матрицей (4),(10),(11) и спектральный 
радиус )(

0kBρ  при этом оптимальном параметре следующие: 

1. Для :   0>ab dk −0 = ;  dabBR kR −== 1)( max00 µρρ  

2. Для : 0<ab
d
abdk

−
+−=

1
max

0
µ ;

ab
dBR kR

max

2

00
)1(11)(

µ
ρρ −

+==   (1.18) 

Доказательство. На рис 1 показано типичное поведение двух ветвей  функции 2,1=i
)(

max
iλ  из (1.15)  как функции параметра k  в случаях  и , а также способ 

определения оптимального спектрального параметра 

0>ab 0<ab

0k . В случае  в качестве 0>ab 0k  

необходимо взять абсциссу точки пересечения двух ветвей функции как минимума по 
k максимальной ветви и это приводит к пункту 1 в (1.18), а в случае  обе ветви 
совпадают и необходимо найти минимум функции с помощью производной, что приводит к 
пункту 2 в (1.18). В точке 

0<ab

0k  обе ветви совпадают и для определения спектрального радиуса 

оптимальный параметр подставлен в формулу (1.15). Здесь же представлено поведение 
функции )1/(()(0 ) kkdk ++=λ . 

Следствие. Оптимальный параметр для сходимости модифицированного метода 
Ричардсона в случае  не зависит от коэффициентов  и задается простой 

формулой 

0>ab
10 −= a

ba,

0 −= dk . Сходимость в этом случае имеет место при следующем 

соотношении между коэффициентами dab −<1maxµ . В терминах матрицы A, 

учитывая, что в случае  сходимость при оптимальном параметре имеет место для 
любых  , область сходимости 

0<ab
ba,

   maxµ               (1.19) 2
011 aaa <−

10 5 0 5 10
0

1

2

3

4

λ1 k( )

λ2 k( )

λ0 k( )

k

10 5 0 5 10
0

1

2

3

4

λ1 k( )

λ2 k( )

λ0 k( )

k  
Рис.1. 
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2. Оптимальные модифицированные методы Якоби и Гаусса-Зейделя  
 (релаксации). 
В модифицированном методе Якоби в процессе итераций (3) участвует матрица (10), (5), 

причем матрица (5) с нулевой главной диагональю. Для методов Якоби и Гаусса-Зейделя в 
рассматриваемом случае трехдиагональной матрицы (11) коэффициенты следующие: 

, 0=d
0101

, aabaaa −=−=
−

. Заданный вектор правой части . Для 

модифицированных методов:  
0/ayz =

1+
=

k
kd , 

)1(0

1

+
−= −

ka
aa ,  

)1(0

1

+
−= −

kb
bb ,  

)1(0 +
=

ka
yz  (2.1) 

Таким образом, максимальное по модулю собственное число и радиус сходимости 
обычного метода Якоби получается из (1.13), (1.15) и (1.17) при 0=k и   0=d

abmaxmax µλ ±= , abBJ max)( µρ =    (2.2) 

Оптимальный параметр для сходимости модифицированного метода Якоби и его 
спектральный радиус получаются из (1.18) при 0=d .  

1. Для :   0>ab 00 =k ;  abBJ max)( µρ =  

2. Для :  0<ab abk max0 µ= ;  
ab

BJ kJ
max00

111)(
µ

ρρ +==     (2.3) 

Таким образом, для случая  улучшения сходимости в модифицированном методе 
Якоби нет. Анализ формул (1.17) и (2.2) показывает, что, как правило, область сходимости 
метода Якоби больше ( в пространстве переменных ), чем метода Ричардсона, 

кроме области 

0>ab

() 1

110 ,, −aaa
)01,0( 10 <∩∈ −aa

/()1 0− a
11, −a

a
)1+

, где обратная ситуация в случае 

. Анализ формул (1.18) и (2.3) показывает, что в 

переменных  спектральные радиусы оптимальных модифицированных методов 

Ричардсона и Якоби совпадают. 

( 0
2

011 <− aaaa
0,aa

Перейдём к модифицированному методу Гаусса-Зейделя. Пусть )(b ji, k - коэффициенты 

матрицы (10) модифицированного метода Якоби с отличной от нуля главной диагональю. 

Действие модифицированного ГЗ-оператора , основой которого является данная 

матрица, определим по аналогии с (6) с той разницей, что 
kΒ

−U  верхняя треугольная 
матрица, включающая главную диагональ. То есть, действие оператора на вектор 
определяется процессом, при котором новые координаты вектора задаются по следующему 
закону 

∑
=

= n

j
jjii xkbx

1
, )(: ,   ni ,...,2,1=   (2.4) 

Старые координаты в правой части (2.4) по мере роста i  заменяются на новые, найденные 
в левой части. Если ji,b - коэффициенты обычной матрицы Якоби, то коэффициенты в (2.4) 

определяются, согласно (10), следующим образом 

IVTN-2004: physmath / 29.04.2004                                    dp04_23.pdf         #8 



 







≠+
=+

=
jiеслиk

jiеслиkk
k

,)1/(b
,)1/(

)(b
ji,

ji,   nji ,...,2,1, =   (2.5) 

В матричной форме результат воздействия модифицированного ГЗ-оператора может 

быть получен с помощью следующей матрицы 
kΒ

)())1(( 1 UkDDkLBSk −++= −
   (2.6) 

Заданный вектор правой части в этом случае yDkLzk
1))1(( −++= . 

Заметим, что метод простой итерации (3) с модифицированным ГЗ-оператором kΒ  

(2.4), (2.5) полностью совпадает с методом последовательной релаксации [1,2,3] в других 
обозначениях    

ωω)1( −=k ,  )1(1 += kω    (2.7) 
Рассмотрим спектр модифицированного ГЗ-оператора в трехдиагональном случае, а также 

условия сходимости простой итерации с его участием. 
 Переобозначим для простоты записи 

k)1/( →+kk    aka →+ )1/(     bkb →+ )1/(   (2.8) 

Лемма 2. Детерминанты характеристического уравнения  для ГЗ-

оператора (2.4), (2.5) в трехдиагональном случае (2.1), (2.8) удовлетворяют рекуррентной 
формуле 

nd xxk λ=Β

21)( −− −−= nnn dabdkd λλ     (2.9) 

Действительно,  детерминант характеристического уравнения в случае произвольного 

размера n  выглядит следующим образом 
nd

 

λ
λ

λ
λ

λ
λ

−++++
−+++

−+++
−++

−+
−

−−−−−

−−−

kabakbakabakabaka
bkabakbakabaka

bkabakbakabaka
bkabakbaka

bkabak
bk

nnnnn

nnn

232211

2322

2233

22

0

00
000
0000

……
…"

%%%%##
#%

…
…
"

 

 
Заметим, что таков же детерминант характеристического уравнения для матрицы 

эквивалентного действия (2.6), которая является левой почти треугольной матрицей 

Хессенберга [2] специального вида. Раскладывая детерминант  по последнему столбцу, 

получим 

kBS

nd

11
~)−λ( −− −+= nnn dbadkabd . Здесь 1

~
−nd - детерминант, который 

отличается от  тем, что последний его элемент равен 1−nd kab+  вместо λ−+kab . 
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Таким образом, 211
~

−−− += nnn ddd λ

2=n

 и, подставляя это в , получим формулировку 

Леммы. 
nd

xλ




21(kxa
−

2
ab

Например, при , характеристическое уравнение выглядит так 
 

x
ka
bk

=   или  
=++

=+

22

121

) xkxbx
xbxkx
λ

λ
 

  Здесь ГЗ-оператор (2.4). Детерминант 

0)2
2 =−−

−+
−

= λλ(=
λ

λ
ab

kabak
bk

d k  . Собственные числа в этом случае, 

принимая во внимание (2.7) 

))1(411(
)1(21

)(
2

)2,1(

ab
kk

k
ab

k
kk +

+±
+

+
+

=λ    (2.10) 

Случай ab  не является особенным и запись (2.10) принята из-за краткости. 0=
Исследование функции )(max)( )(

2,1
kkf i

i
λ

=
=  показывает, что минимум )(kf , т.е. 

оптимальный радиус сходимости )( 00 kf=ρ , наступает при вещественном k , одном из 

корней подкоренного выражения в (2.10): 

2
11

0
−−= abk ,  (2.11) 

0

0
0

)(
00

111
)()( ab

k
kki

k
−+

=
+

==Β= λρρ

Действительно, поведение обеих ветвей  )()( kiλ , 2,1=i  функции из (2.10) в 

зависимости от переменной k для случаев 10 <≤ ab  и 0<ab  показано на рис. 2. Здесь 

же представлено поведение функции )k , где )1/()( += kkkλ . Можно показать, 

что, если подкоренное выражение в (2.10) не имеет вещественных корней относительно 

k (это случай, когда  ), ветви 1>ab )()( kiλ  лежат по разные стороны от прямой 1=λ . 

Если имеет один корень (это случай 1=ab ) ветви пересекаются в одной точке 
1,2/1 =−= λk . В этих случаях сходимость отсутствует. В случае, если 1<ab , 

подкоренное выражение в (2.10) имеет два корня 
21

,kk  , лежащих по разные стороны от 

прямой 1=λ  на кривой )k(λ , причём 1()(iλ )( 2 =k) (
1 ⋅k λ )i

, и для правого корня  

 (2.11) выполняется 0k=2k 1)( 0
)( <kiλ . При [ ]2,1 kkk∈  для случая 10 <≤ ab (для 

(λ
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него 02 <k ) и 21 kkkk ≥≤ ∪  для случая 0<ab (здесь 02 >k ) обе ветви функции и 

функция )(kλ  совпадают. Для нижней ветви существует конечный предел 

ab/1→k)()2(λ  при 1−→k . Заметим, что так как точка 
2

k находится на кривой 

)(kλ , то в области значений 2/1−≤k  сходимости быть не может. 

2 0 2 4
k

2 0 2 4
0

1

2

3

4

k

k

4
0

1

2

3

4

4

 
Рис.2 

λ1 k( )

λ2 k( )

λ k( )

.

λ1 k( )

λ2 k( )

λ k( )

.

Из (2.11) следует, что значение 10 <ρ  для всех 1<ab , что значительно шире, чем для 

обычного метода Гаусса-Зейделя, для которого из (2.10) при  0=  получаем два 

собственных значения 00 =λ , ab=1λ  и спектральный радиус .ab=ρ  Итак, 

отношение 1/0 <ρρ  для 10 << ab  и   1/0 <<ρρ  для 0<ab .  

Для случая, изображенного в правой части рис.2  1,2 =−= ba  и для него =0k 0.366,  

=)( 0kiλ 0.268, что свидетельствует о достаточно быстрой сходимости 

модифицированного ряда. При этом 2)0( =f  и обычный метод Гаусса-Зейделя не 
сходится. 
Для случая 3=n

)2
 аналогично получим, что детерминант равен 

)2)(((3 λλλ abkkd −−= − , оптимальный параметр  2)121(0 −−= abk  и 

спектральный радиус 
2

21 ab−+0 =ρ 12ab .  Неравенство 10 <ρ  выполняется 

для . Для корня 2/1<ab )1( += kkλ , возникающего в нечетных детерминантах, при 

 выполняется 0kk =
00

)1 ρ=+k
0

(k . 

Используя (2.9), получим выражения для последующих детерминантов 
224

4 )()(3)( λλλλ abkabkd +−−−=
)(4))((( 24

5 ))(3 2λλλλλ abkabkkd +−−−−=  , и т.д. Заметим, что в четные 
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детерминанты входят только четные степени от переменной( )λ−k , а нечетные 

детерминанты, кроме того, имеют общий множитель )( λ−k . Для последующих 
детерминантов такая структура сохраняется, благодаря (2.9). 

д
)() µλ mPm

)(µm
)1,1(−∈

.
2/

n

0 = kλ

10

0

+
k

Сделаем замену переменной λ  на переменную µ   

λµλ abk =− 2)(   (2.12) 

Заметим, что 0≠λ , если  0≠k . 
В результате, также как и в п.1, получаем выражения ля детерминантов через 

многочлены от переменной  µ : для четных (2m abd =  и для нечетных 

)())((12 µλλ mQm
mabkd −=+ , ,...2,1=m . Для этих многочленов )(µmP  and 

)(µmQ
)

 в силу Леммы 2 получается рекуррентная формула (1.6), а также рекуррентные 

формулы (1.7) отдельно для (µmQ  или )(µmP . 

Далее, замена переменной (1.8) переводит многочлены Q  в многочлены Чебышева 

второго рода (1.9), (1.10) )(xtm  с корнями на интервале  x . 

Возвращаясь к переменной λ  с помощью (2.12) и учитывая (2.8), получаем доказанной 
следующую теорему 
Теорема 2.  
Собственные числа модифицированного ГЗ-оператора (2.4), (2.5) в трехдиагональном 

случае (11), (2.1) произвольного размера , n ,...3,2=n , : 

))1(411(
)1(21

)( 2
)2,1(

ab
kk

k
ab

k
kk

ν

ν
ν µ

µλ +
+±

+
+

+
= , ,...,2,1=ν   (2.13) 

В случае нечетных  существует ещё одно собственное число n )1( +k . Здесь 

)1(2 +=
νν

µ x  и   задаются формулами (1.14). 
ν

x
Оптимальный параметр для сходимости (3) с модифицированным ГЗ-  оператором 

(оптимальный параметр метода релаксации) 

2
11 max

0
−−

=
abk µ

 (2.14) 

Здесь maxµ - максимальный корень многочленов Чебышева второго рода на интервале 

( )4,0 , задаваемый формулой (1.16). 
3.Спектральный радиус оптимального модифицированного ГЗ-оператора   

  (2.15) 

11

11
)(

2
max

max

max

2
max

00 =
−+

=
−−

==
kab

ab
ab

ab
BS k

µ

µ
µ

µ
ρρ

Для max/1 µ<ab  и только для них оптимальный модифицированный ГЗ-метод 

(оптимальный метод релаксации) сходится. 
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Для доказательства п. 2 и 3 Теоремы 2 применяется, также как и в Теореме 1.2, 
монотонность возрастания на интервале )4,0(∈νµ  максимальной ветви функции 

)()( )2,1(
νν µλµ =f  из (2.13), а также исследование такого же поведения двух ветвей 

функции )()2,1(
max kλ , как и в случае 2=n  с заменой на ab abmaxµ . Необходимые и 

достаточные условия сходимости оптимального метода релаксации в п.3 следуют из  условия 
.10<Sρ  

Из Теоремы 2 и (2.13) при 0=k  Следствие. 
Собственные числа бычного Г -оператора о З

00 =λ  кратности [ ]2/)1( +n ,     [ ]2/,...,2,1, nab == ννµνλ .  (2.16) 

Радиус сходимости обычного ГЗ-метода 

abmaxµρ = , где )4,1[max∈µ  и задается формулой (1.16). 

Поэтому сходимость обычного ГЗ-метода имеет место только для  
max

/1 µ<ab , что 

существенно меньше указанного в п.3 Теоремы 2. 
Матрица в (7) имеет такой же спектр (2.16). Поэтому, если поставить задачу определения 

оптимального параметра в процессе (3), (10) с этой матрицей, то получим  
2/2/)( maxmax00 abk µλλ −=+−=  [1,7], что существенно отличается от (2.14). 

На рис. 3 слева показано поведение спектральных радиусов Rρ , Jρ , Sρ для обычных 

методов Ричардсона, Якоби и ГЗ как функции от 
2

011max / aaax −=µ
. Метод Ричардсона 

представлен двумя графиками: 1-для )2,1(0∈a
)1,0

, когда в области сходимости она хуже, чем 

в остальных методах; 2- для , когда для (0∈a 1−<x  есть область сходимости, где 

остальные методы расходятся. 
В терминах матрицы A  (11) область сходимости оптимального ГЗ-метода совпадает с 

областью сходимости (1.19) оптимальных методов Ричардсона и Якоби. Но оптимальный ГЗ-
метод сходится всегда быстрее. На рис. 3 справа показано поведение спектральных радиусов 

0Sρ (2.15),  0Rρ  = 0Jρ  (1.18),(2.3)для этих методов.  

2 1 0
0

0.5

1

1.5

1

ρR1 x( )

ρR2 x( )

ρJ x( )

ρS x( )

x

4 2 0
0

0.5

1

1.5

2

ρS0 x( )

ρR0 x( )

x  
Рис.3 
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Результат (2.14) для оптимального параметра находится в полном соответствии с теоремой 
Кахана [6], которая устанавливает, что для метода релаксации сходимость отсутствует, если 
ω  находится вне интервала , т.е. если ( 2,0 ) k , согласно (2.7), находится вне интервала 

( ∞,21
,(
)− . Из (2.14) следует, что необходимое и достаточное условие сходимости 

)/1 maxµ∞−∈ab (п.3 Теоремы 2) соответствует интервалу оптимального 

параметра 




 ∞−∈ ,210k . Отсутствие сходимости при 2/1−≤k  следует также из 

исследования поведения функции (2.12) подобно тому, как это сделано для случая 2=n . 
Оптимальный параметр для метода релаксации, согласно (2.14), (2.7)  

11

2
11

2
2

1max
0

+−
=

+−
=

λµ
ω

ab
    (2.17) 

Здесь max1 λλ =

1

- максимальное по модулю собственное число обычного метода Якоби 

(2.2) (чисто мнимое для ). В работе [6] для «согласованно упорядоченных» матриц с 
вещественным 

0<ab
λ  найден оптимальный параметр, совпадающий со второй частью (2.17) и 

находящийся в области «верхней» релаксации [ )2,10∈ω . Этой области соответствует 

( ]0,2/10 −∈k  (0 max/1 µ<ab≤ или [ )1,0∈x  на рис.3). В рассматриваемом 

трехдиагональном случае правая часть формулы (2.17) остаётся верной и для области 
«нижней» релаксации ( )1,00∈ω , т.е. при 00 >k  ( 0<ab

0
 или область  на рис. 3). 

Таким образом, для коэффициентов матрицы 

0<x
<ab  эффективная сходимость и 

оптимальный параметр, в отличие от случая согласованно упорядоченной матрицы с 
вещественным спектром [5,6], находятся в  области «нижней» релаксации. 
Исследование свойств сходимости итерационных методов на примере строгого решения 

для трехдиагональной матрицы помогает правильно построить методику расчетов для СЛАУ 
с большой ленточной матрицей. Из приведенной теории следует ( и опыт проводимых 
расчетов это подтверждает), что безусловным лидером среди стационарных итерационных 
методов является оптимальный метод релаксации. 

 Для пятидиагональных блочно-теплицевых матриц (см. Приложение 1), которые 
возникают при численном решении краевых задач в частных производных, остаётся 
справедливой, как показывает опыт численных расчетов, формула (2.17) с собственным 
числом матрицы Якоби 1λ , которое с минимальными затратами находится степенным 

методом [2]. Далее, найденный для сравнительно небольших матриц с n , оптимальный 
параметр остаётся практически неизменным для матриц большего размера. Это хорошо 
видно на примере трехдиагональной матрицы из формулы (2.17), в которой 

100≈

4max ≈µ  и 

практически не изменяется с ростом  для больших размеров. Однажды найденный для 
данной сетки оптимальный параметр можно использовать для расчетов с различными 
граничными условиями и источниками, которые входят в правую часть СЛАУ. Формула 
(2.17) справедлива также, как показывает опыт расчетов, для согласованно упорядоченных 
кососимметричных матриц с чисто мнимым 

n

1λ . 

Изложенная теория справедлива также для СЛАУ с матрицами, которые связаны 
преобразованиями подобия [2] с рассмотренными трехдиагональными (11) или почти 
треугольными матрицами вида (2.6). 
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Непосредственно для задачи решения СЛАУ с трёхдиагональной матрицей изложенная 
теория даёт границы применимости наиболее удобного в данном случае метода прогонки 
[2](см.Приложение 2). Этот метод не приведет к результату в двух случаях: 1)если матрица 
сингулярна; 2)если при вычислении прогоночных коэффициентов обнаруживается деление 
на нуль. Оба эти случая укладываются в рамки следующего соотношения между 
коэффициентами матрицы, получаемого (при 0=k ) из формулы (1.13): 

abd νµ±= , [ ]2/,...,2,1 m=ν   (2.18) 

Случай 1) следует из условия 0=νλ  при nm= . Случай 2) из равенства нулю 

знаменателя в прогоночном коэффициенте на -ом шаге. Последняя задача приводит к 
поиску корней многочленов Чебышева второго рода степени 

m
[ ]2/m  относительно переменной 

abd 2 . 
Найденные строгие выражения для спектра и детерминантов трехдиагональной 

теплицевой матрицы общего вида (1.13) и почти треугольной матрицы Хессенберга 
специального вида и произвольного размера (2.13) могут быть использованы в качестве 
тестов для определения границ применимости  стандартных численных методов при поиске 
собственных чисел и детерминантов матриц.(см.Приложение 3). 
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Приложение 1. 

 Численное решение краевой задачи для уравнения Пуассона с использованием оптимального 
метода релаксации. 

 
Проиллюстрируем возможности оптимального метода релаксации на примере 

численного решения двумерной краевой задачи для эллиптического уравнения Пуассона  
 с граничными условиями в прямоугольнике ),( yxfu =∆ ],[],,0[ YoyXx ∈∈ :  

,  )()0,( 0 xuxu = )(),( xuYxu Y= ,  )(),0( 0 yuyu = ,  )(),( yuyXu X=  

Используем для аппроксимации второй производной конечные разности второго порядка 
точности [2]. Вводя сетку  ,yiiy ∆⋅= ,xjjx ∆⋅=  NjMi ≤≤≤≤ 0,0 , получаем 

    

 jif
jiuj

,
,1

2
=−

y
iuji
)(
,2,1

∆

ujiu 1,
x

jiujiu

)(
,21,

2

+−+

jiuq ,1( +++

+−+

2)/(2) y∆

jiuj 1, −+

∆

−+

( xq ∆=

iuq ,)1(21 +−+

, или , введя 

обозначение  , получаем пятиточечную разностную схему для 
внутренних узлов прямоугольника 

 jjiu , ifxjiu ,
2)(),1 ∆=−

           (4.1) 
Данная неявная схема охватывает все внутренние точки области 

11,11 −≤≤−≤≤ NjMi , их количество )1)(1( −−= NMn . Таково же число 
уравнений и неизвестных в СЛАУ, построенной на основе (4.1). 

Пусть для простоты 1),( −=yxf  для всех Syx ∈, , т.е.  для всех 

внутренних точек 

1, −≡jif

1−1 ≤≤ Mi  , 1 1−≤≤ Nj , а граничные условия таковы: внизу  

, слева и справа 0)0,( =xu 0),0( =yu ,  0),( =yXu  и только наверху задана 

отличная от нуля функция )xsin(),( Yxu π= . Зададим 2.0=∆=∆ yx ,  1==YX . 

Тогда 5=,5= NM , а число внутренних точек и уравнений 16=n . Матрица СЛАУ 
для данной задачи задается по  следующему закону  (на языке пакета Mathcad): 

a i j,( ) 2− 1 q+( )⋅ i jif

1 j i 1+ mod j N 1−,( ) 0≠∧if

1 i j 1+ mod i N 1−,( ) 0≠∧if

q j i N+ 1−if

q j i N− 1+if

0 otherwise

:=

 
Здесь , 10 −≤≤ ni 10 −≤≤ nj  - это   индексы матрицы A, они связаны с 

другими, ранее введенными индексами ji,  для узлов сетки. Сеточная функция , jiu ,
1−1 ≤≤ Mi , 1−1 ≤≤ Nj  выражается через найденный в результате решения 
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СЛАУ вектор решения , lv 11 −≤≤ nl  следующим образом: 

. )1)(1(1, −−+−= iNjvjiu

A

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

1 2 3 4 5 6 7 8 9 12 13 14 1510 11
-4
1 -
0 1 -
0 0 1 -
1 0 0 0 -
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 1
0
0
0
0
0
0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 0

- 0 0 0
0 0 0

- 0 0 0
0 0 0
1 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 0 1

-4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -4 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 -4

4 0 0 0 1 0 0 0 0 0
4 1 0 0 1 0 0 0 0

4 1 0 0 1 0 0 0
4 1 0 0 1 0 0

4 0 0 0 1 0
-4 1 0 0 1

-4 1 0 0
-4 1 0

-4

-

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

=

vG

bi ∆x( )2− i IK<if

∆x( )2− q sin π i 1+ −⋅ ∆x ⋅− otherwise

:=

2)2( +−−= MNMIK

(1 ∆⋅−

bT
5 7 8 9

-0. 4 -0.04 -0.04 -0.04

361=n
.00 −=k

510−

Пятидиагональная матрица A имеет следующее строение: 
 

 
 

Вектор правой части СЛАУ bA
G

= задается в данной задаче по закону:   

IK( )⋅ , 
где  - число, определяющее в векторе решения начало последнего 
слоя внутренних узлов по оси , на которых учитывается заданное граничное условие. 

Заданная функция из уравнения, в данной задаче являющаяся константой, 

y
1),( −≡yxf  , 

находится в правой части СЛАУ в виде слагаемого . Значения вектора правой 
части в данной задаче: 

2)x

0 1 2 3 4 6 10 11 12 13 14 15

0 -0.04 -0.04 -0.04 -0.04 -0.04 04 -0.0 -0.04 -0.04 -0.628 -0.991 -0.991 -0.628
=

На рис.1 показано распределение функции решения аналогичной краевой задачи в 
двумерной области при порядке СЛАУ . Решение получено оптимальным 
методом релаксации при оптимальном параметре 425  за  итерацию с 

относительной точностью решения в 

41=m
=ε . Оптимальный параметр найден с 
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помощью второй части формулы (2.17), а максимальное по модулю собственное число 
матрицы Якоби определено степенным методом. Обычный метод Зейделя сходится здесь 
лишь за  итераций и сопоставим по времени решения с прямым методом. Спектр 
матрицы в методе Ричардсона в данной задаче очень близко подходит к т. , поэтому 
оптимальный метод Ричардсона  показывает здесь ещё большее число требуемых итераций 

. Интересно , что нестационарный метод минимальных невязок [1-3], сходится в 
данной задаче еще хуже, за m  итераций. 

305=m

546

Отметим, что

1

постоянна

=m

 

зависи

Пуассо

704=

 задачи п

u

 

u

Рис.1. 
 матрица р менном и заданном  и не 

 Лапласа 

и неиз q  n  

т от краевых условий и источников ),( yxf , которые входят в правую часть СЛАУ. 
Кроме того, она одинакова для уравнений и Пуассона. Соответственно задачи для 
этих эллиптических уравнений с различными краевыми условиями и источниками могут 
решаться с тем же самым оптимальным параметром, найденным один раз для данной сетки.  

На рис. 2 представлено решение аналогичной краевой задачи для уравнения 
на на той же сетке и с таким же ОСП и 41=m , но с другими граничными 

условиями и источником 2),( −=yxf . 
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Приложение 2. 

Метод прогонки для трехдиагональной СЛАУ и проверка условий ее устойчивости. 

1. В этом примере прогонка устойчива. x  и y - решения СЛАУ Ax = z  
методом прогонки и стандартным методом Маткад соответственно
 0

 . 

 

z

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

=  

 
a 1:=  b 1:=  

 d 2:=

n 100:=

 

 
ddi d:=  bbi b:=  i 0 n −..:=  

iff i j,( ) d i j

a i j 1+if

b j i 1+if

0 otherwise

:=  
1 aai a:= ci 1:= z c:=

 

A matrix n n, f,( ):=

A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2

=  

i 1 n −..:=  1
ddi ddi

aai 1−

ddi 1−
bbi 1−−:=  ci ci

aai 1−

ddi 1−
ci 1−−:=  

ddT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 2 1.5 1.33 1.25 1.2 1.17 1.14 1.13 1.11 1.1

=  

xn 1−

cn 1−

ddn 1−
:=  

xi

ci bbi xi 1+⋅−

ddi
:=  i n 2− n 3−, 0..:=  

A x⋅ z− 0=  A y⋅ z− 0=y lsolve A z,( ):=

xT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0.49501·10    -3 0.485 0.02 0.475 0.03 0.465 0.04 0.455 0.05

=  

yT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0.49501·10    -3 0.485 0.02 0.475 0.03 0.465 0.04 0.455 0.05

=  

conde A( ) 2.63 104
×=  
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2. В следующем примере выполняется соотношение 1)  в формуле 
(2.18) между коэффициентами матрицы, т.е. матрица сингулярна. 

z

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

=  

a 1:=  b 2:=  n 10:=  ν 4:= m 10:=

d 2− cos π
ν

m 1+
⋅





⋅ a b⋅⋅:=  

i 0 n −..:= 1 ddi d:=  

f i j,( ) d i jif

a i j 1+if

b j i 1+if

0 otherwise

:=  
bbi b:=  aai a:= ci 1:= z c:=

A matrix n n, f,( ):=

A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

-1.175 2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 -1.175 2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -1.175 2 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -1.175 2 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -1.175 2 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -1.175 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 -1.175 2 0 0
0 0 0 0 0 0 1 -1.175 2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 -1.175 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1.175

=  

ddi ddi

aai 1−

ddi 1−
bbi 1−−:=  ci ci

aai 1−

ddi 1−
ci 1−−:=  i 1 n −..:= 1 

ddT 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 -1.2 0.5 -5 -0.8 1.4 -2.6 -0.4 3.8 -1.7 0

=  

xn 1−

cn 1−

ddn 1−
:=  

xi

ci bbi xi 1+⋅−

ddi
:=  i n 2− n 3−, 0..:=  

A x⋅ z− 6.082=  A y⋅ z− 2.631=y lsolve A z,( ):=

xT 0 1 2 3 4 5
0 5.46·10    16 3.208·10    16 -8.456·10    15 -2.101·10    16 -8.113·10    15 5.737·10    15

=  

yT 0 1 2 3 4 5
0 3.64·10    16 2.139·10    16 -5.637·10    15 -1.4·10    16 -5.409·10    15 3.825·10    15

=  

conde A( ) 4.1 1017
×=  α eigenvals A( ):=

α
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1.539 -3.889 1.204 -3.554 0.677 -3.027 0 -2.35 -0.772
=  
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3. В следующем примере выполняется условие 2) в формуле (2.18), 
т.е. матрица неособенная, но на  -м шаге прогонки происходит деление на 
нуль. 

m

z

0
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

=  

a 1:=  n 10:= ν 4:=

d 2− cos π
ν

m 1+
⋅





⋅ a b⋅⋅:=  
b 2:= m 6:=

i 0 n −..:= 1 

ddi d:=  bbi b:=  aai a:=  ci 1:= z c:=

f i j,( ) d i jif

a i j 1+if

b j i 1+if

0 otherwise

:=  

A matrix n n, f,( ):=

A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

0.629 2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0.629 2 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0.629 2 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0.629 2 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0.629 2 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0.629 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0.629 2 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0.629 2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0.629 2
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0.629

=  

i 1 n −..:= 1 
ddi ddi

aai 1−

ddi 1−
bbi 1−−:=  ci ci

aai 1−

ddi 1−
ci 1−−:=  

ddT 0 1 2 3 4 5
0 0.629 -2.548 1.414 -0.785 3.178 0

=  

xn 1−

cn 1−

ddn 1−
:=  

xi

ci bbi xi 1+⋅−

ddi
:=  i n 2− n 3−, 0..:=  

xT 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 -9.393 3.456 4.109 -2.521 -0.761 2 0.251 -0.679 0.588

=  

A y⋅ z− 1.005 10 15−
×=  A x⋅ z− 0.2=  y lsolve A z,( ):=  

yT 0 1 2 3 4 5 6 7
0 -10.524 3.812 4.563 -2.842 -0.887 2.2 0.251 -0.679

=  

conde A( ) 194.572=  α eigenvals A( ):=

α
T 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 -2.084 3.343 -1.75 3.009 2.482 -1.223 -0.546 1.804 0.227
=  
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Приложение 3 

Тесты для стандартных методов Маткад по определению собственных чисел и 
детерминантов трехдиагональной теплицевой матрицы и почти треугольной матрицы 
Хессенберга специального вида. 

1.  
11 Вычисление собственных чисел и детерминанта 3 - х диагональной  
теплицевой матрицы.

 

n 100:=  a 1:=  b 1:= d 2:=

f i j,( ) a i j 1+if

b j i + 1if

d i jif

0 otherwise

:=  

A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 2 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 2 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

=  

A matrix n n, f,( ):=  

condi A( ) 5.1 103
×=  

- стандартный метод Маткад 
 

- строгая формула cos π
ν

⋅  a b⋅⋅λν d 2
n 1+ 

⋅  +:=

α eigenvals A( ):=   
 

ν 1 n..:=  

λ sort λ( ):=  α sort α( ):=

α
T 1 2 3 4 5 6

1 9.674·10    -4 3.869·10    -3 8.701·10    -3 0.015 0.024 0.035
=  

λ
T 1 2 3 4 5 6

1 9.674·10    -4 3.869·10    -3 8.701·10    -3 0.015 0.024 0.035
=  

t n x,( ) n 1+ x 1if

1−( )n n 1+( )  x 1−if

sin n 1+( ) acos x( )⋅[ ]

1 x2
−

otherwise

:=
λ α− 7.607 10 15−

×=  

det a b⋅( )n t n
d

2 a b⋅
,







⋅:=  

A 101.000000000001=  det 101=
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2.  

Ошибки в вычислении собственных чисел 3-х диагональной 
теплицевой матрицы стандартным методом Mathcad. 

d 4:=b 1:=a 3:=  n 80:=  

f i j,( ) a i j 1+if

b j i + 1if

d i jif

0 otherwise

:=  

A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

4 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 4 1 0 0 0 0 0 0 0
0 3 4 1 0 0 0 0 0 0
0 0 3 4 1 0 0 0 0 0
0 0 0 3 4 1 0 0 0 0
0 0 0 0 3 4 1 0 0 0
0 0 0 0 0 3 4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 3 4 1 0
0 0 0 0 0 0 0 3 4 1
0 0 0 0 0 0 0 0 3 4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

=  

A matrix n n, f,( ):=  

- стандартный метод Маткада 
 

- строгая формула cos π
ν

⋅  a b⋅⋅λν d 2
n 1+ 

⋅  +:=

α eigenvals A( ):=   
 

ν 1 n..:=  

α
T 1 2 3 4 5 6

1 0.533+0.01i 0.533-0.01i 0.558+0.031i 0.558-0.031i 0.607+0.05i 0.607-0.05i
=  

λ
T 1 2 3 4 5 6

1 7.461 7.454 7.441 7.422 7.399 7.371
=  

λ α− 41.936=

t n x,( )
sin n 1+( ) acos x( )⋅[ ]

1 x2
−

:=  

det a b⋅( )n t n
d

2 a b⋅
,







⋅:=  

A 2.21713244121519 1038
×=  det 2.21713244121522 1038

×=  

condi A( ) 304=  
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3. Матрица Хессенберга. Ошибки стандартного метода Маткад. α - 
решение Маткад, λ - строгая формула (2.13) (при 0=k ). 

 n 20:=  a 2:=  b 2:=  d 1:= i 1 n..:= j 1 n..:=
 

Ai j, b j i 1+if

ai j− a b⋅ d+( )⋅  i j≥( ) j 1>( )∧[ ]if

ai 1− d⋅( ) j 1if

0 otherwise

:=

A

1 2 3 4 5 6 7
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

1 2 0 0 0 0 0
2 5 2 0 0 0 0
4 10 5 2 0 0 0
8 20 10 5 2 0 0

16 40 20 10 5 2 0
32 80 40 20 10 5 2
64 160 80 40 20 10 5

128 320 160 80 40 20 10
256 640 320 160 80 40 20
512 1.28·10  3 640 320 160 80 40

1.024·10  3 2.56·10  3 1.28·10  3 640 320 160 80
2.048·10  3 5.12·10  3 2.56·10  3 1.28·10  3 640 320 160
4.096·10  3 1.024·10  4 5.12·10  3 2.56·10  3 1.28·10  3 640 320
8.192·10  3 2.048·10  4 1.024·10  4 5.12·10  3 2.56·10  3 1.28·10  3 640
1.638·10  4 4.096·10  4 2.048·10  4 1.024·10  4 5.12·10  3 2.56·10  3 1.28·10  3

3.277·10  4 8.192·10  4 4.096·10  4 2.048·10  4 1.024·10  4 5.12·10  3 2.56·10  3

=  

α eigenvals A( ):=
xν cos π

ν

n 1+
⋅





:=  ν 1 n..:=  
λν d 2 a⋅ b⋅ xν( )2 xν xν( )2 d

a b⋅
+⋅+









⋅+:=  
α sort α( ):=  λ sort λ( ):=  

α
T 1 2 3 4 5

1 0.019 0.043+0.045i 0.043-0.045i 0.102-0.06i 0.102+0.06i
=  

λ
T 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0.057 0.06 0.067 0.078 0.095 0.124 0.172 0.258 0.422
=  

α sort α( ):= λ sort λ( ) :=αi αi:=  λi λi:=i 1 n..:=  

dn 1=  A 1=  α λ− 0.078=  
conde A( ) 3.421 1012

×=  
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4. Матрица Хессенберга. Решения совпадают с хорошей точностью. 
 n 10:=  a 2:=  b 2:=  d 1:= i 1 n..:= j 1 n..:=
 

 
 

Ai j, b j i 1+if

ai j− a b⋅ d+( )⋅  i j≥( ) j 1>( )∧[ ]if

ai 1− d⋅( ) j 1if

0 otherwise

:=

A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1 2 0 0 0 0 0 0 0 0
2 5 2 0 0 0 0 0 0 0
4 10 5 2 0 0 0 0 0 0
8 20 10 5 2 0 0 0 0 0

16 40 20 10 5 2 0 0 0 0
32 80 40 20 10 5 2 0 0 0
64 160 80 40 20 10 5 2 0 0

128 320 160 80 40 20 10 5 2 0
256 640 320 160 80 40 20 10 5 2
512 .28·10  3 640 320 160 80 40 20 10 5

=  

ν 1 n..:=  α eigenvals A( ):=

λν d 2 a⋅ b⋅ xν( )2 xν xν( )2 d
a b⋅

+⋅+








⋅+:=  xν cos π
ν

n 1+
⋅





:=  

α sort α( ):=  λ sort λ( ):=  

α
T 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0.06 0.075 0.114 0.22 0.57 1.754 4.541 8.747 13.248
=  

λ
T 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0.06 0.075 0.114 0.22 0.57 1.754 4.541 8.747 13.248
=  

α sort α( ):= λ sort λ( ) :=αi αi:=  λi λi:=i 1 n..:=  

dn 1=  A 1=  α λ− 1.201 10 9−
×=  

conde A( ) 3.262 106
×=  
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