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Создание небольших кластеров из нескольких персональных 
компьютеров, объединённых локальной сетью, является в настоящее время задачей, не 
требующей больших временных и материальных затрат. Можно сказать, что доступность 
таких кластеров заполняет некую нишу, делая их своеобразным средним звеном между ПК и 
большими суперкомпьютерами. Кластер, собранный из пяти ПК, был использован в 
исследовании возможностей современной компьютерной техники при расчёте многомерных 
кратных интегралов на примере интегралов перекрывания функций N-мерных гармонических 
осцилляторов. 

Кластер 
Многие насущные задачи молекулярного моделирования явно переросли возможности 

персональных компьютеров (даже самых современных) и программное обеспечение, 
предназначенное для их решения, всё больше (а иногда и сразу) ориентируется на 
использование в многопроцессорных системах, таких как суперкомпьютер МВС-1000. В 
материалах конференции IVTN было высказано мнение о назревшей необходимости 
«персонализации суперкомпьютера» и пожелание (адресованное разработчикам и 
подкреплённое описанием конкретных требований) создать такой персональный мини-
суперкомпьютер для нужд лаборатории молекулярного моделирования [1]. Там же было 
отмечено, что не в полной мере удовлетворяющие высказанным пожеланиям (прежде всего в 
смысле отсутствия специализированного программного обеспечения), но похожие по 
техническим характеристикам устройства (многопроцессорные серверы) уже сейчас 
предлагаются рядом производителей компьютерной техники. 
С другой стороны в настоящее время становится легко достижимым и альтернативное 

решение проблемы «персонализации суперкомпьютера» путем объединения связанных 
локальной сетью персональных компьютеров в вычислительный кластер. Сборка такого 
кластера из имеющихся в наличии ПК и установка необходимого системного программного 
обеспечения (доступного и бесплатного), позволяющего проводить параллельные 
вычисления,  представляется в настоящее время задачей если не тривиальной, то, во всяком 
случае, не требующей очень высокой квалификации в системном и сетевом 
администрировании. Надо сказать, что на создание именно кластерных систем (так 
называемых кластеров выделенных рабочих станций) перешло в настоящее время 
подавляющее большинство разработчиков суперкомпьютеров. Объединение готовых 
компонент общего пользования в единую вычислительную среду становится выгоднее 
интегрирования множества процессоров в один суперкомпьютер в смысле повышения 
быстродействия. Фактически кластер – это дешёвая реализация суперкомпьютера. 
Сравнимые по производительности суперкомпьютер, собранный из специально 
изготовленных комплектующих, и кластер различаются в стоимости на порядок. 
Таким образом, создание небольшого (порядка десяти-двадцати компьютеров) или, как 

принято говорить, малого кластера становится вполне реальным в научных коллективах и в 
то же время достаточным для решения многих типичных задач [1]. Хотя у такого подхода 
есть, конечно, и оборотные стороны, например неоднородность конфигураций ПК, обычно 
имеющихся в наличии. Соответственно, если не принимать специальных мер и распределять 
между всеми узлами кластера одинаковые объёмы вычислений, то быстродействие кластера 
будет очевидно ограничиваться самым «медленным» процессором. 
Список созданных в российских академических организациях кластерных установок 

приведён на сайте http://parallel.ru/ в разделе Россия Кластерные установки. На этом же сайте 
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можно найти инструкции по установке необходимого для распределённых вычислений 
программного обеспечения. Вообще имеется довольно много ресурсов Интернета 
посвящённых кластеростроению. Несколько вариантов достаточно простой и быстрой (от 10 
минут) установки кластера приведены, например, в [2]. 
Ещё одним доступным вариантом создания кластера является реализация архитектуры 

МВС-1000 на базе локальной сети ПК под управлением MS Windows, получившая название 
МВС-900 [3]. Одним из достоинств этого варианта является возможность запуска Linux-узла 
(используется DragonLinux) кластера  на компьютере под управлением MS Windows на 
организованной виртуальной машине (используется монитор виртуальных машин фирмы 
VMware), что обеспечивает одновременную работу MS Windows и Linux на одной машине, а 
также даёт возможность конфигурировать виртуальную машину по своему усмотрению. 
Вариант вычислительного кластера, реализованный нами в лаборатории молекулярного 

моделирования и спектроскопии ГЕОХИ, включает 5 (с возможным расширением до 10) 
персональных компьютеров класса Pentium III / Pentium IV с объемом оперативной памяти от 
256 до 512 Мб, объединенных локальной 100-мегабитной сетью. Используемая 
операционная система – ParallelKnoppix – является модификацией известного Linux-
дистрибутива Knoppix Live CD (система, загружающаяся с компакт диска, и оставляющая 
файловую систему без переразметки). Возможность выполнения параллельных вычислений 
обеспечивается включением в эту операционную систему пакета OpenMPI, однако 
существует возможность установки и использования и других известных реализаций 
интерфейса MPI, например MPICH.  
Используя один единственный загрузочный CD с ParallelKnoppix, можно быстро (если 

сетевые карты имеют возможность осуществлять PXE-загрузку, то запуск и конфигурация 
кластера занимает около 5 минут) превратить несколько компьютеров, обычно работающих 
под управлением MS Windows в Linux-кластер. Компьютеры в кластере могут быть как 
гомогенные (одинаковой конфигурации), так и гетерогенные, как в нашем случае. Используя 
ParallelKnoppix, можно объединять в кластер от 2 до 200 компьютеров. 

Задача о расчёте кратных интегралов на многомерных сетках 
Во многих поддающихся распараллеливанию задачах требуется перебрать (сгенерировать) 

большое число неких структур, для каждой из которых нужно выполнить определённый 
набор операций. Примером может служить поиск ключей симметричной криптосистемы 
путем перебора всех возможных ключей [4]. Или, скажем, перебор всех возможных путей 
оптических переходов в задаче о спектре одиночной молекулы [5], где в качестве 
генерируемых структур выступают пути переходов между парой уровней энергии молекулы 
и для каждого такого пути вычисляется его вероятность, равная произведению вероятностей 
составляющих путь оптических переходов. К тому же типу задач относится численный 
расчёт кратных интегралов на многомерных сетках. В этом случае необходим обход всех 
узлов сетки (генерация всех возможных структур – на этот раз в виде многомерных 
индексов, нумерующих узлы) и вычисление в каждом узле значения подынтегральной 
функции.  
Для квадратных N-мерных сеток, являющихся произведением одномерных сеток, общее 

число узлов есть , где  - число узлов в i-ом измерении. Разделение области 

интегрирования на  равных частей при распараллеливании задачи позволяет уменьшить 

число узлов, которые необходимо обойти одному процессу, до 
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При оценке производительности кластеров на тех или иных вычислительных тестах 
принято пользоваться специальными единицами (flops|флопс), показывающими, сколько 
операций с числами с плавающей точкой выполняется в данном тесте в секунду. Для задачи 
расчёта кратных интегралов на многомерных сетках можно оценить производительность 
другим способом, а именно числом узлов сетки генерируемых в секунду. Для выбранного 
алгоритма перебора узлов многомерной сетки проведённые оценки производительности в 
указанном выше смысле дали следующие результаты. На одном процессоре класса Pentium 

IV: ~1.4⋅108 узлов⋅сек-1 для сеток с 3iK = , ~1.8⋅108 узлов⋅сек-1 для сеток с  и ~2.6⋅1010iK = 8 

узлов⋅сек-1 для сеток с . На описанном выше пятипроцессорном кластере – ~4.9⋅10100iK = 8 
узлов⋅сек-1, ~6.2⋅108 узлов⋅сек-1 и ~9.1⋅108 узлов⋅сек-1 соответственно. Уменьшение 
производительности при вычислении в каждом узле значения интегрируемой функции будет 
зависеть от сложности вычисления этой функции. 

Задача о расчёте интегралов перекрывания колебательных волновых функций пары 
изомеров 

Проблема вычисления N-кратного интеграла возникает в задаче о расчёте интегралов 
перекрывания колебательных волновых функций, относящихся к разным системам 
координат. В теории электронно-колебательных спектров было предложено несколько 
способов расчёта таких интегралов [6], не требующих прямого численного интегрирования, 
но там ситуация несколько облегчалась тем, что системы координат комбинирующих 
электронных состояний различаются обычно не слишком сильно. Однако для 
комбинирующих состояний изомеров это уже не так. Поэтому при переходе к рассмотрению 
перекрывания колебательных волновых функций пары изомеров требуются другие подходы 
[7]. Отметим, что интегралы перекрывания колебательных волновых функций 
комбинирующих состояний изомеров играют ключевую роль в теории химических 
превращений [8], определяя частоты квантовых биений и вероятности межизомерных 
переходов. 
Численное интегрирование произведения колебательных функций комбинирующих 

состояний пары изомеров позволит оценить для каких размерностей систем координат и с 
какой точностью эта задача поддаётся решению в лоб. Кроме того, возможность выполнения 
такого расчёта с высокой точностью (пусть и для небольшого числа координат) может быть 
полезна для проверки более «умных» методов. 
Рассмотрим два комбинирующих состояния пары изомеров (индекс k = 1, 2). Число 

нормальных координат  и частот  первого изомера есть , второго изомера - . 

Будем считать, что . Обозначим вектор-столбец нормальных координат k-го 
изомера как q
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(k), а набор колебательных квантовых чисел k-го изомера как n(k). Тогда 
выражение для колебательной функции состояния k-го изомера можно записать в 
следующем виде: 
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 – обычные функции 
одномерного гармонического осциллятора. 
Нормальные координаты пары изомеров связаны соотношением 

(2) (1)= +q Aq b , 
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где квадратная (в случае разного числа нормальных координат первого и второго изомеров 
– прямоугольная) матрица А и вектор-столбец b определяют соответственно поворот (и|или 
масштабирование) и сдвиг системы нормальных координат второго изомера. С учётом этого 
для колебательной функции состояния 2-го изомера имеем 

( ) ( )( 2) ( 2) ( 2)
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При выборе в пространстве нормальных координат первого изомера области 
интегрирования G в виде многомерной сетки, являющейся произведением одномерных 
сеток, т.е. в виде прямоугольного параллелепипеда с рёбрами, параллельными координатным 
осям, искомый интеграл можно записать в виде 
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Если каким-либо образом каждый одномерный интервал [ ],i iA B  области интегрирования  
разбить на M частей и воспользоваться на этом интервале какой-нибудь составной 
одномерной квадратурой вида 

1 1
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где  – длина m-ой части интервала,  – число узлов  в пределах m-ой части 

интервала,  – коэффициенты квадратуры, то приближённое значение интеграла 
вычисляется в виде так называемого прямого произведения соответствующих одномерных 
квадратурных формул 
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Для оценки точности расчёта интеграла 
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    (2) 
удобно рассматривать совпадающие системы нормальных координат (т.е. задаться 

единичной матрицей A и нулевым вектором сдвига b), а также для простоты считать 
одинаковыми частоты нормальных колебаний и наборы колебательных квантовых чисел 
изомеров. При таких условиях вычисляется интеграл произведения колебательной функции 
состояния первого изомера самой на себя, но с полным проведением преобразования 
координат, что оставляет число производимых операций неизменным и мало влияет на 
другую важную оценку – достижимых размерностей систем нормальных координат. Также 
мы не будем учитывать симметрию подынтегральной функции (что позволило бы вдвое 
уменьшать число узлов). 
На рис. 1 – 3 приведены зависимости приближенных значений одно-, дву- и трёхкратных 

интегралов от числа узлов, вычисленные разными способами. Отрезки разбиения каждого 

одномерного интервала имели одинаковую длину 
i i

i
i

B Ah
M
−

=
, а в качестве одномерных 

квадратур были использованы составные квадратурные формулы прямоугольников ( 1mK = , 

, 1 1mc = 1 ( 1 2)md A m= + − h ), трапеций ( 2mK = , 1 2 1 2m mc c= = , ) и ( 2mnd A m n= + + − )h
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парабол (Симпсона) ( , 3mK = 1 3 1 6m mc c= = , 2 4 6mc = , (2 3) / 2mnd A m n h= + + − ). Пределы 
интегрирования по каждой из нормальных координат первого изомера были выбраны в виде 
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2 1 2
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где  – масштабирующий множитель. Заданные таким образом размеры области 
интегрирования приводят к компактным, не зависящим от частот аналитическим 
выражениям для пределов (точных значений соответствующих определённых интегралов), к 
которым с увеличением числа узлов должно стремиться приближённое значение интеграла 

(2) при его вычислении по формуле (1): , когда все 
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Видно, что при использовании формулы прямоугольников (зелёные кривые) 

приближённое значение интеграла стремится к точному сверху, а при использовании 
формулы трапеций (синие кривые) – снизу. Формула Симпсона, начиная с некоторого числа 
узлов, значительно точнее, однако при малом (недостаточном для себя) числе узлов может 
оказаться хуже двух других менее точных формул. Рисунок 4 иллюстрирует ухудшение 
точности расчёта при увеличении кратности интеграла на примере формулы 
прямоугольников. Для той же формулы на рис. 5 и 6 представлены зависимости 
соответственно абсолютной и относительной ошибок от кратности интеграла для N-мерной 

гармонической функции со всеми 0in = , когда вдоль каждой координаты берутся только три 
узла сетки. Конечно, для такой функции специальным подбором узлов можно свести 
относительную ошибку до ~5%, однако без такого подбора ошибка близка к 50% для N = 20. 

 
Рис. 1 Зависимость приближенных значений однократных интегралов от числа узлов. 
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Рис. 2 Зависимость приближенных значений двукратных интегралов от числа узлов. 

 
Рис. 3 Зависимость приближенных значений трёхкратных интегралов от числа узлов. 

 
Рис. 4 Иллюстрация ухудшения точности расчёта при увеличении кратности интеграла 

на примере формулы прямоугольников. 
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Рис. 5 Зависимость абсолютной ошибки от кратности интеграла для N-мерной 

гармонической функции, когда вдоль каждой координаты берутся только три узла сетки. 

 
Рис. 6 Зависимость относительной ошибки от кратности интеграла для N-мерной 

гармонической функции, когда вдоль каждой координаты берутся только три узла сетки. 
Временные затраты проведённых на кластере из пяти компьютеров расчётов для ряда 

значений кратности интеграла и числа узлов приведены в таблице. Использование 
суперкомпьютера для расчётов с небольшим числом узлов позволит за то же время получить 
результат для интегралов на 1-2 большей кратности. 

Таблица. Временные затраты проведённых расчётов. 
 Число узлов 
N 3 5 10 
9   1 ч. 9 мин. 
10  11,9 сек. 12 ч. 49 

мин. 
11  61 сек.  
12  5,1 мин.  
13  25,6 мин.  
14  2 ч. 9 мин.  
15  ~10,75 ч.  
16 3,5 мин. ~54 ч.  
17 11 мин.   
18 32 мин.   
19 1 ч. 38 мин.   
20 4 ч. 52 мин.   
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Заключение. 
В целом можно сказать, что численный расчёт N-кратных интегралов перекрывания на 

сетке даже с использованием распределённых вычислений в общем случае не может дать 
сколько-нибудь надёжных результатов для N > 12÷15 за приемлемое время. Поэтому 
необходим поиск других, более «умных» алгоритмов их вычисления. Однако проведённые 
вычислительные эксперименты и построенные программы позволяют получать эталонные 
значения интегралов (для малых размерностей), которые могут быть полезны для оценки 
эффективности «умных» алгоритмов. 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 04-07-90078-в. 
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