
ОБ ОДНОМ КЛАССЕ НЕВОЛЬТЕРОВСКИХ КВАДРАТИЧНЫХ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ  

ШАМСИДДИНОВ Н. 

Маќолада боѓлиќ бўлмаган графларга квадратик оператор 
конструкциясини ќўллаб новольтерра квадратик стохастик операторларнинг бир синфи 
ќурилган. Бундай квадратик стохастик операторни вольтерра операторлари ёрдамида 
траекторисини ўрганилган. 

Квадратичный стохастический оператор V, действующий на симплексе 
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Оператор V действует в пространстве мер. В связи с этим представляется актуальным 
детальное изучение траектории квадратичного оператора. Этой задаче посвящены, 
например работы [1-4]. 
В статье изучаются квадратичные операторы, конструкция которых предложена в 

работе [4]. 
Пусть - конечный граф без петель и кратных ребер, где -множество вершин 

графа и 
( L,Λ ) Λ

L - множество ребер; Φ -некоторое конечное множество. Функция Φ→Λ:σ  
называется клеткой. 
Пусть  совокупность связных  компонентов графа . Для 

произвольных двух клеток 

{ }iΛ ( ) n1,...,i  ,, =Λ L
Ω∈ji σσ ,  положим  
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Пусть ( )ΦΛ ,S  множество всех вероятностных мер на Ω , ( ΦΛ∈ ,S )µ - некоторая 

вероятностная мера, определенная на Ω  так, что ( ) 0>σµ  для любой клетки Ω∈σ . 

Коэффициенты  определим следующим образом: kijP ,
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Квадратичный стохастический оператор, действующий на симплексе ( )ΦΛ,S  и 
заданный коэффициентами (2), определяется следующим образом: для произвольной 
меры ( ΦΛ∈ ,S )λ  мера ( )ΦΛ∈= ,' SV λλ  определяется равенством  
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для любой клетки Ω∈σ . 
Нетрудно проверить, что коэффициенты наследственности (2) удовлетворяют 

следующим условиям:  

σσσσσσ
σ

σσσσσσ ,,,,   и  1   ,0
ijjijiji

PPPP ==≥ ∑
Ω∈
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По построению квадратичный стохастический оператор (3) зависит от структуры графа 
, множества Ф и выбора меры ( L,Λ ) µ  из ( )ΦΛ,S . 

Теорема 1. Квадратичный стохастический оператор (3) является вольтеровским тогда и 
только тогда, когда граф связанный. 
Пусть  (Λ,L) связанный конечный граф и Ф –произвольное конечное множество. 

Положим 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) σσσµσµ

σµσµ
σµσµ

σµ h12
=

+
−

=−
+ , тогда из (3) получим

( ) ( ) ( )⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=′ ∑

Ω∈σ
σσ σλσλσλ h1 ,  Ω∈σ ,                                                              (4)

где 1≤σσh ,  и σσσσ hh −= . 
Вольтеровские операторы достаточно полно изучены в работе [3]. 

Пусть  n=Ω  и { }n21 σσσ ,,, L=Ω . 

Обозначим: , ijhh
ji
=σσ ( ) ii λσλ = . Тогда квадратичный оператор (4) принимает вид 
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В этой статье доказывается, что для одного класса мер на  построенный по ним 
квадратичный стохастический оператор можно редуцировать к вольтеровскому. В [5] 
доказана возможность редукции для биномиальных распределений, а здесь расширяется 
класс таких распределений. 
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Рассмотрим следующий пример. Пусть Λ  имеет вид:  

1                      2 

1Λ               Λ  2
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Тогда , { } ∅==Λ L,2,1 { }aA,21 =Ω=Ω . Пусть iµ  мера на , где  iΩ
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Тогда для любого 21 Ω×Ω=Ω∈σ  
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Определим коэффициенты наследственности:  
( )ji σσ ,,ΛΩ  ( ) ( )( )ijji σσσσ ,,,, ΛΩ=ΛΩ : 

( ) { } ( ) { }2121 ,,, σσσσ =ΛΩ111 ,, σσσ =ΛΩ , , ( ) { }3131 ,,, σσσσ =ΛΩ , 

( ) { }432141 ,,,,, σσσσσσ =ΛΩ , ( ) { }222 ,, σσσ =ΛΩ , 

( ) { }432132 ,,,,, σσσσσσ =ΛΩ , ( ) { }4242 ,,, σσσσ =ΛΩ , 

( ) { }333 ,, σσσ =ΛΩ ( ) { }4343 ,,, σσσσ =ΛΩ , ( ) { 444 ,, }σσσ =ΛΩ . , 

Коэффициенты  определим следующим образом (см (2)): kijP ,

,11,11 =P ,1
2111
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,, 2313P α=  ,, 11114P βα=  ,, 21214P βα= ,, 12314P βα=  

,, 22414P βα=  ,12,22 =P  ,, 11123P βα=  

,, 21223P βα= ,, 12323P βα=  

,, 22423P βα= ,, 1324P α= ,13,33 =P  ,, 1334P β=  ,, 2434P β=  

.  1P 444 =,

Все остальные коэффициенты 0P kij =, . 
Ясно, что в случае n=2 размерность симплекса равняется 4, т.е. тогда квадратичный 

стохастический оператор имеет следующий вид: 

                    ,                 (7) 
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где ( ) 41i   x ii ,== σλ . 
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1. Сложив соответствующие равенства оператора (7) и выделив множимые, получим 
следующий оператор: 
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Воспользуемся выражением 121 =+ ββ , отсюда  
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Положим  и 121 yxx =+ 243 yxx =+ , тогда из (8) получим 
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Этот оператор  является вольтеровским оператором, приводящим симплекс 1V
( ) ( ){ }1yy21i0yyyyLS 21i21 =+=≥==Λ ,,,:,,~

 в себя. Определим траекторию 

этого оператора. Пусть ( )LS0 ,~ Λ∈λ  то траектория ( )1n1n V −= λλ  n=1,2,3,….  
Лемма 1. Для квадратичного стохастического оператора (9) справедливы следующие 

утверждения. 

1. Если 
2
1

1 >α , то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,~ Λ∈λ  сходятся к точке (1,0). 

2. Если 
2
1

2 >α , то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,~ Λ∈λ  сходятся к точке (0,1). 
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3. Если 
2
1

21 ==αα , то произвольная точка симплекса  является 

неподвижной. 

( LS ,~ Λ )

Доказательство.  
Используя 21 y1y −=  из (9) получим ( )( )22222 2y21yy αα +−=  т.е. получим 

одномерную динамическую систему ( ) ( )( )22 2x21xxf αα +−= . Заметим, что 0x =  и 
1x =  является неподвижными точками для  ( )xf .  

Так как ( ) 22xf α=′  то «0» притягивающая если 12 2 <α  т.е. 
2
1

2 <α  следовательно 

2
1

1 >α  так как 121 =+αα . Отсюда следует утверждения 1. 

Утверждения 2. Доказывается аналогично. 
Утверждения 3. Тривиальна. 
2. Сложив соответствующие равенства оператора (7) и выделив множимые, получим 

следующий оператор: 
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Положим  и 131 zxx =+ 242 zxx =+ , тогда из (8) получим 
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Этот оператор является вольтеровским оператором приводящим симплекс 
( ) ( ){ }1zz21i0zzzzLS 21i21 =+=≥==Λ ,,,:,,ˆ  в себя. 
Лемма 2. Для квадратичного стохастического оператора (11) справедливы следующие 

утверждения. 

1.Если 
2
1

1 >β , то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,ˆ Λ∈λ  сходятся к точке (1,0,). 

2.Если 
2
1

2 >β , то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,ˆ Λ∈λ   сходятся к точке (0,1). 

3.Если 
2
1

21 == ββ , то произвольная точка симплекса  является 

неподвижной. 

( LS ,ˆ Λ )

Доказательство.  Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 1.  
Из полученных Лемм следует. 

Теорема 5. Для квадратичного оператора (7) с распределением (6) справедливы 

следующие утверждения.

1.Если 
2
1

1 >α  и 
2
1

1 >β , то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,Λ∈λ  сходятся к точке 

(1,0,0,0). 

2.Если 
2
1

1 >α  и 
2
1

1 <β , то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,Λ∈λ   сходятся к 

точке (0,1,0,0). 
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3.Если 2
1

1 <α
 и 2

1
1 >β

, то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,Λ∈λ   сходятся к 
точке (0,0,1,0). 

4.Если 2
1

1 <α
 и 2

1
1 <β

, то траектория nλ  для любого ( )LS0 ,Λ∈λ   S(Λ,L) 
сходятся к точке (0,0,0,1). 

5.Если 
2
1

1 =β , то множество ( ){ }1xxSxS 211 =+ΦΛ∈= :,  и  

( ){ }1xxSxS 432 =+ΦΛ∈= :,  является множеством неподвижных точек 

оператора (7) и для ( ) ( ) ( )11
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7.Если 2
1

1 =β
 и 

2
1

1 =α , то множество   

и  является множеством неподвижных точек 

оператора. 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==ΦΛ∈= 31425 xxиxxSxS :,

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ==ΦΛ∈= 43216 xxиxxSxS :,

Литература 
1. Ганиходжаев Г.Н., Саримсаков А.Т. Об одном обобщении примера С Улама// 

Дан Уз ССР, 1989, №3, с.5-9.  
2. Ганиходжаев Р.Н. О неподвижных точках квадратичных операторов// ДАН Уз 

ССР, 1977, №8, с.3-7. 
3. Ганиходжаев Р.Н. Исследования по теории квадратичных стохастических 

операторов//Дисс.док.физ.-мат.наук, 1994.   
4. Ганиходжаев Н.Н., Мейлиев Х.Ж. Об одной конструкции квадратичных 

операторов // ДАН РУз.-1997.- № 8.-С.3-5. 
5.  Шамсиддинов Н.Б., Аноров О.У. О редукции одного класса квадратичных 

стохастических операторов к вольтеровским//Уз.мат.жур., 2001, с.65-69. 

IVTN-2006: / 20.02.06  dp06_11.pdf      #6 


