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Идея использования ПЛП-поиска основывается на предположении о том, что при 
вычислении многомерного интеграла  наступает такой момент в вычислительном процессе, когда величина 
интеграла перестает существенно меняться. Этот момент наступает несколько раньше, чем в обычном методе 
Монте-Карло, за счет использования двойного усреднения: сначала усредняем выборки случайных значений 
интегрируемой функции по сечениям варьируемых параметров, а затем усредняем полученную выборку из этих 
значений. В докладе на примерах расчетов многомерных интегралов с использованием ПЛП-поиска показано, что 
относительные погрешности предварительных оценок вычисляемых интегралов , когда функции являются 
непрерывными или кусочно-непрерывными, лежат в интервале 0,001 ÷ 0,05 практически для любых размерностей 

Во второй половине XX века, когда началось реальное использование ЭВМ в научных 
исследованиях, широкое распространение при численных расчетах получило использование 
алгоритмов метода Монте-Карло [1,2,3], в частности, при расчётах многомерных (или, 
говорят, многократных) интегралов. Своим названием этот метод обязан тому 
обстоятельству, что при его реализации используют редко естественные случайные 
величины, но чаще всего - искусственные (псевдослучайные). 
Эффективность применения метода Монте-Карло обусловлена как наличием 

быстродействующих ЭВМ с большим объёмом памяти, так и тем фактом, что при 
использовании этого метода нет необходимости знать точные соотношения между данными 
и искомыми величинами, а достаточно лишь выявить тот комплекс условий, при наличии 
которого изучаемое явление имеет место [3]. 
В основе использования метода Монте-Карло и его модификаций лежат принципы 

случайного поиска решения задачи, что и  делает такой подход универсальным. Но 
платой за такую универсальность является определенная “слепота”, и это приводит к 
громадным объемам вычислений даже для современных вычислительных машин. А 
громадные объемы получаемой информации при проведении вычислительных 
экспериментов естественно затрудняют ее интерпретацию. Возникла потребность 
сочетания универсальности метода Монте-Карло с элементами более 
интеллектуального анализа результатов численных экспериментов, чем простая 
констатация статистических оценок, то есть усовершенствования технологии 
проведения математических экспериментов. 
Как представляется, в значительной степени эту потребность реализует метод 

планируемого ЛП-поиска (ПЛП-поиска) [1], благодаря одновременной реализации в нем 
идеи дискретного квазиравномерного по вероятности  зондирования J-мерного пространства 
варьируемых параметров αj (j = 1,…,J) и методологии планируемого математического 
эксперимента. Сочетание таких идей в алгоритме ПЛП-поиска позволило, с одной стороны, 
осуществить глобальный квазиравномерный просмотр заданной области варьируемых 
параметров, а, с другой стороны, применить многие формальные оценки из математической 
статистики. 
В данной работе предлагается с помощью ПЛП-поиска, как аналога метода Монте–Карло, 

получать оценки J – кратных интегралов, рассматриваемых как предварительные. В понятие 
«грубость» вкладывается тот смысл, что относительная погрешность этих оценок в среднем 
варьируется от 0 до 0.2 для широкого диапазона значений J, начиная с J  2. Заметим, что 
во многих практических случаях полученные оценки могут рассматриваться как итоговые. 
Результаты работы алгоритма иллюстрируются примерами вычисления конкретных J – 
кратных интегралов при их известных точных теоретических значениях. В данной работе в 
качестве подынтегральных брались функции из [4] 

≥
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по которым вычислялись интегралы в единичном гиперкубе размерности  J, и которые 

точно равны единице для любого J. В [4] указывается, что для небольших значений J эти 
функции «очень хорошие», а при больших значениях J положение резко меняется: f  
становится «плохой», 2f  остается хорошей, а 3f  оказывается «совсем плохой». Естественно, 
что эти определения носят метафорический характер, но по результатам работы [4] можно 
предположить, что граница между небольшими и большими значениями J пролегает 
приблизительно в интервале J = 12…15. Для некоторого сопоставления результатов 
вычисления интегралов по ниже предлагаемому алгоритму в табл.1 приведены выборки 
оценок относительной точности 

0Nδ этих же интегралов, вычисленных по алгоритму из [5] 

для совокупностей объемами из N0 вычислительных экспериментов в J – мерных единичных 
областях. При этом относительная точность 

0Nδ  считалась по стандартной формуле: 

0Nδ = I - I ,                                                                                                              (2)
где I = 1 – точное значение вычисляемых интегралов для всех функций, а 

I  = ( )  .                                                                                                 (3) 
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Сходимость оценок для приведенных значений N0  в табл. 1 (и, тем более, для больших 
значений N0) очевидна, хотя и разная для конкретных функций. 
Предлагая применить модифицированный алгоритм ПЛП-поиска [6,7] (без употребления 

в нем однофакторного дисперсионного анализа), исходим из того, что, во-первых, ПЛП-
поиск безусловно принадлежит к семейству алгоритмов метода Монте-Карло и, во-вторых, 
он основывается на использовании ЛП  -последовательностей [5], что и позволяет 
сравнивать его с методом Монте-Карло, в частности, при прямом использовании точек 
Q i iJqiq ,...,

1 0
N( ) для вычисления J – мерных интегралов (I = 1,…, ), где 0 < qij < 1, j =1 ,i 

= 1,…, . В ПЛП-поиске матрица планируемых экспериментов (МПЭ), по строкам которой 

производят вычисление функций, имеет размерность 
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× , а весь вычислительный 
эксперимент производится сериями по Mj экспериментов в каждой. Поэтому в общем случае 
для всех  имеем [ ]Jj ,1∈∀
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Hгде  – число сечений j - го варьируемого параметра, а  – число значений 

подынтегральной функции в i –ом сечении j - го параметра. Для интегрирования 
используется МПЭ, у которой для всех 

,                                                                                                                (4) 

[ ]J,1j∈∀  будет =const = M и =const = H. 

Тогда формула (4) приобретает простой вид: 

0
N  = MH.                                                                                                                            (5) 
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Таблица 1 

Оценки относительной точности 
0Nδ  интегралов ,  и 

1
f

2
f

3
f  

 
 

1
f  

2
f  

3
f  

0
N  J 

32         64 128 32 64 128 32 64 128
4 0.03265         0.01818 0.00974 0.02196 0.01270 0.00590 0.03956 0.00492 0.00964
5 0.06873         0.03354 0.02406 0.02670 0.01457 0.00783 0.13189 0.03452 0.05180
6 0.12586         0.05008 0.03828 0.03583 0.01708 0.00999 0.24477 0.06944 0.08223
7 0.15061         0.06122 0.03213 0.04039 0.02001 0.01011 0.27700 0.03368 0.04019
8 0.17646         0.09457 0.03995 0.04256 0.02366 0.01122 0.27326 0.08008 0.03671
9 0.15184         0.04802 0.02925 0.04315 0.02285 0.08076 0.26045 0.05368 0.13551
10 0.16410         0.01045 0.02921 0.04460 0.02308 0.00863 0.27746 0.31757 0.25418
11 0.14476         0.08745 0.01720 0.45700 0.02470 0.01039 0.15391 0.05643 0.08025
12 0.14666         0.10420 0.01808 0.04760 0.02732 0.01090 0.20702 0.02220 0.06498
13 0.17987         0.14670 0.05830 0.04807 0.02790 0.01158 0.36280 0.20745 0.10238
14 0.21841         0.18065 0.08500 0.04956 0.03010 0.01271 0.46161 0.33139 0.33139
15 0.23914         0.17438 0.07092 0.05198 0.03022 0.01305 0.52908 0.37800 0.13516
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Таблица 2 
M f  J 
4 8 16 32 64 

2 0,01318 0,00275 0,00659 0,00037 0,00091 
5 0,02087 0,03794 0,02712 0,00062 0,00394 

15 0,10100 0,00602 0,13945 0,00094 0,11116 1f  

20 0,01762 0,05119 0,17236 0,29951 0,11054 
2 0,00944 0,00313 0,00439 0,00187 0,00854 
5 0,00781 0,01486 0,00583 0,00102 0,00838 

15 0,01616 0,01605 0,01341 0,00607 0,00493 2f  

20 0,00863 0,00914 0,01688 0,01496 0,00668 
2 0,02765 0,02254 0,03951 0,00982 0,00454 
5 0,02807 0,01938 0,00024 0,01260 0,02257 

15 0,42300 0,01600 0,25905 0,09909 0,02800 3f  

20 0,37549 0.18662 0.09725 1.01782 0.16903 
Для сопоставления с данными табл.1 для трех интегрируемых функций проделали 

сначала небольшой эксперимент на основе ПЛП-поиска при «малых» и «больших» 
значениях J. При этом интуитивно было ясно, что чем большее значение берем для M тем 
мы «ближе» к методу ЛП-поиска [8,9]. 
Из табл.2 (при N0 = 128) видно, что в большинстве случаев при одном и том же числе N0 

погрешность 
0Nδ для всех трех функций меньше при больших значениях M. Это 

объясняется (одна из причин) тем, что при малых M и больших величинах H весьма высока 
вероятность появления большого числа тождественных друг другу строк в МПЭ. И лишь 
при больших значениях J (J ≥ 10) фактор M и H  играет меньшую роль, что позволяет 
существенно увеличивать объем выборки (H) в i-ом сечении j- го параметра. 
После описанного эксперимента были проведены более обширные эксперименты с целью 

выявления возможности применения ПЛП-поиска для интегрирования. Эксперименты 
проводились следующим образом. Для каждого значения J при H = 3 «вручную» (с пульта 
управления компьютером) подбиралось такое значение M, при котором получалось 
существенно малое значение 

0Nδ , и для полученного значения N0 (по формуле (5)) 

производилось интегрирование по тем же функциям с помощью датчика из [5,8,9]. По 
результатам этих экспериментов для множества значений J построены зависимости ( )

0
lg Nδ  

от (рис. 1, 2 и 3). ( 0lg N )
Проанализируем построенные графики. На всех рисунках для всех J оказывается 

возможным при одних и тех же значениях N0 ≈ 192…300 вычислительных экспериментов 
(что соответствует M = 64…100) получать значения 

0Nδ в ПЛП-поиске на порядок (или 
несколько порядков) меньше, чем при использовании ЛП-поиска. С ростом значений M при 
неизменной величине H = 3, т.е., увеличением N0, большой разницы в значениях 

0
Nδ между 

ПЛП-поиском и ЛП-поиском не наблюдается. Однако видно, что для всех рассматриваемых 
функций с ростом значений M при неизменной величине H = 3 сходимость в оценках

0
Nδ
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Рис.1. Функция - 1f ; по оси ординат - ( )
0

lg Nδ ; по оси абсцисс - ( )0lg N ; кривая*---* – ЛП-

поиск; кривая +---+ ПЛП-поиск 
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Рис.2. Функция - 2f ; по оси ординат - ( )
0

lg Nδ ; по оси абсцисс - ( )0lg N ; кривая*---* – ЛП-

поиск; кривая +---+ ПЛП-поиск 
 

IVTN-2006: / 03.04.06  dp06_26.pdf      #6 



 
 
Рис.3. Функция - 3f ; по оси ординат - ( )

0
lg Nδ ; по оси абсцисс - ( )0lg N ; кривая*---* – ЛП-

поиск; кривая +---+ ПЛП-поиск 
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весьма малая (или почти не наблюдается). Этот факт может быть объяснен малыми 
объемами выборок в сечениях варьируемых параметров, определяемых величиной H. 
Следует также отметить, что отмеченная, хоть и малая, сходимость для всех трех функций 
наблюдается чаще при значениях J ≥ 5. Отметим также, что на всех графиках для трех 
функций полученные оценки точности интегрирования укладываются в интервале, 
обозначенном как «грубый». Конечно, в предлагаемом методе таится самый существенный 
недостаток: не установлено правило выбора МПЭ, не зависящее от вида подынтегральной 
функции. И отмеченные положительные результаты вычислительного эксперимента, и 
указанный недостаток потребовали разработки иных подходов (алгоритмов) к вычислению 
многомерных интегралов с использованием ПЛП-поиска [10, 11]. 
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