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В данной работе рассматриваются задачи теплопроводности для 
ортотропной среды. На основе рекуррентно-операторного метода получено аналитического 
решения начально-краевой задачи прямоугольной ортотропной пластинке 

Развитие математических методов и разработка программ для моделирования на ЭВМ 
физических процессов открывают широкие перспективы построения систем 
автоматизированного проектирования электронной аппаратуры, устойчивой к внешним 
воздействиям. 
В электронной аппаратуре широко используются блоки и узлы, выполненные в виде 

монолитных структур путем заливки узлов различными смолами, пенопластами и 
другими заполнителями. В монографии [1] строятся пространственные, плоские и 
стержневые модели блоков и узлов на основе искусственной дискретизации 
соответствующих дифференциальных уравнений. 
В работе [2] изложена методика решения задач на основе метода конечных разностей, 

дана оценка погрешностей численного решения задач, приведены примеры решения 
некоторых из них на ЭВМ, освещены вопросы автоматизации проектирования 
аппаратуры, устойчивой к механическим и тепловым воздействиям. 
При проектировании электронных устройств, желательно располагать отдельные 

детали схемы таким образом, чтобы создавалась определенная структура, которую можно 
смоделировать в виде ортотропной пластинки  или ортотропного параллелепипеда.  
В данной статье, не прибегая к искусственной дискретизации, приводятся решения 

уравнения теплопроводности для ортотропной среды 
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Для решения (1) применим рекуррентно-операторный метод [3,4]. 
Ищем вначале решение однородного уравнения (1)  (при 0=f ) в виде  
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где произвольная аналитическая функция, −),( yxg −jiR , постоянные коэффициенты, 
определяемые из уравнения (1). 
Подставляя  (2) в (1), получим,  
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Заменяя в первой двойной сумме индекс  на i 1−i , во второй  на  и объединяя все 
суммы в одну, получим  

j 1−j

IVTN-2006: / 03.04.06  dp06_31.pdf      #1 



 [ ] 0
)!1(

),(
1

22

)(2

0 0
,1,1,10 =

−+∂∂
∂

−+
−++∞

=

∞

=
−−∑∑ ji

tyxg
yx

RRaRa
ji

ji

ji

i j
jijiji  

Для того чтобы это равенство выполнялось при всех значениях общего множителя, 
необходимо приравнять нулю выражение в квадратных скобках. В результате задача 
свелась к решению следующего числового рекуррентного соотношения  

1,1,10, −− += jijiji RaRaR          (3) 
при начальных условиях 

0, =jiR  при  или ;   0<i 0<j 10,0 =R .       (4) 
Приведем несколько первых коэффициентов : jiR ,
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Методом полной индукции можно показать, что решение рекуррентного уравнения (3) 
при условии (4) имеет вид  
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Изменяя порядок суммирования, представим (2) в виде: 
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Подставляя в это выражение (6) и сворачивая внутреннюю сумму, получим решение 
уравнения (1) в следующем операторном виде: 
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где  - плоский полигармонический оператор 
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Так, если в качестве  взять функции, удовлетворяющие уравнению  ),( yxg
 ,           (8) 0)( ≡∆i

xy

то ряд (7) оборвется, и получим точные конечные выражения.  
Решениями уравнения (8) будут [3]:  
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где  - постоянные коэффициенты, определяемые из рекуррентного соотношениям   q
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при начальных условиях 
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Решением (10), (11) будет 
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, получим полиномиальные решения уравнения (8) 

pqr
in

y
rqi

x
i
a

q
qi

n
yF

n

i

inrqii
i

n

r ,0,1,0,
)!2(]!)1(2[!)!1(

)!1()1()
!

(
2

0

2)1(2
1 ==

−+−+−
−+

−= ∑
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=

−+−+

. 

Можно показать, что для функции (2) верны следующие формулы дифференцирования: 
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пользуясь которыми  можно убедиться что (2) удовлетворяет уравнению (1). 
Решение (2) удовлетворяет следующему начальному условию  

),(0 yxgT t == .          (14) 
Если в (2) положить sg ξ= , где    

,sincos,coscos ,,2,,1 ybxaybxa nmnmnmnm == ξξ  
,sinsin,,3 ybxa nmnm =ξ ybxa nmnm cossin,,4 =ξ ,  

то получим решения этого уравнения в виде   
t
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Решим температурную задачу для уравнения теплопроводности (1) для квадратной 
 ортотропной пластинки при следующих граничных условиях   [ ayax ≤≤≤≤ 0,0 ]
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и начальном условии  
),(0 yxT t ϕ== .         

где ϕ  заданная функция, описывающая начальное распределение температуры в 
пластинке. 
В качестве начального условия примем функцию: 
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моделирующую сосредоточенное в центре пластинки температурное воздействие. 
Решением задачи (1), (16), (17) согласно (15) будет   
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Решение (18) удовлетворяет уравнению (1), граничным условиям (16) и начальному 
условию (17). Таким образом, получили точное решение начально-краевой задачи (1), 
(16), (17).  
Пример. Решим начально-краевую задачу для уравнения (1), (16), (17)  при следующих 

исходных данных: , смa 20=
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стеклотекстолит КАСТ-В) [6,7,8].  В этом случае решением задачи (1), (16), (17) будет 
функция  
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Для компьютерной реализации решения рассматриваемой задачи (19) составлена 
программа на языке Maple-9.5. Полагая в (19) N=10, получаем при начальное 
распределение температуры для случая сосредоточенного нагрева, созданного в 
центральной точке )

 0t =

10,10( 00 == yx пластинки (Рис.1a). Для случая сосредоточенного 
нагрева в произвольной точке пластинки следует в формулу  
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подставить координаты точки . Так, график функции (20) при ),( 00 yx )5,5( 00 == yx  
показан на рис.1б.  

         

T,0С
T,0С  

а       б 
Рис.1.  

На рисунке 2 приведены графики изменения температуры во времени (t=0с,100с,500с) в 
сечении у=10см. На рисунке 3 показано изменение температуры в центре пластинки, 

вычисленное по формуле (19) (кривая I), а также при условии, 
сек
смaa

2
3

10 1044,1 −⋅==  

(кривая II), и при условии 
сек
смaa

2
3

10 10901,0 −⋅==  (кривая III). Из графиков виден 

процесс остывания платы от сосредоточенного нагревания её в центральной точке и 
влияния анизотропии в коэффициентах теплопроводности. 

 

IVTN-2006: / 03.04.06  dp06_31.pdf      #4 



  
Рис.2      Рис.3 

Литература 
1. Маквецов  Е.  Н., Тартаковский  А.М.  Дискретные модели приборов. М. 

Машиностроение.1982,136 с. 
2. Тартаковский А.М. Краевые задачи в конструировании радиоэлектронной 

аппаратуры. Изд. Саратовского университета, 1984, 132 с.   
3. Cпиваков Ю.Л. Специальные классы решений линейных дифференциальных 

уравнений и их приложения к анизотропной и неоднородной теории упругости. 
Ташкент, Фан,1986, 186 c. 

4. Фролов В.Н. Специальные классы функций в анизотропной теории упругости. 
Ташкент, Фан, 1981.-224 с. 

5. Амбарцумян С.А. Дургарьян С.М. Некоторые нестационарные температурные 
задачи для ортотропных пластин. АН СССР ОТН. «Механика и 
машиностроение» №3. 1962. 

6. Рабинович А.А., Штарков М.Г., Дмитриева Е.Н. Методы определения и 
величины упругих постоянных стеклотекстолита при повышенной температуре. 
В сб.: Исследования по механике и прикладной математике. Под ред. 
В.В.Соколовского. Московский физико-технический институт. Тр. ин-та, вып. 1., 
М., 1958 

7. Шавров В.Б. Справочник для конструкторских бюро по самолетостроению. Изд. 
бюро новой техники. 1946.  

IVTN-2006: / 03.04.06  dp06_31.pdf      #5 


